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Abstract⎯ In this paper we exploit the TICA technique (Topographic Independent Component Analysis) when a fractal descrip-
tor is used as topographic criterion. The performance of such a technique when using the morphological fractal descriptor or the 
lacunarity fractal descriptor as parameter of the topographic model is compared. The two resulting techniques are then applied to 
Brodatz’ images and images obtained from a satellite in order to evaluate which fractal descriptor is more suitable, in each case. 
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Resumo⎯ O presente trabalho aborda a Análise Topográfica de Componentes Independentes (Topographic Independent Com-
ponent Analysis – TICA) comparando o uso de um descritor fractal morfológico com a medida de lacunaridade fractal no critério 
topográfico do modelo. A técnica é aplicada a imagens de Brodatz e em imagens de satélite visando obter uma representação que 
seja mais adequada que a técnica TICA baseada no uso da energia como critério topográfico, para imagens com características es-
tatísticas fractais. 
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1 Introdução 

Por volta da década de 60, Julesz, conforme citado 
por Pratt (1991), procurou determinar os parâmetros 
de texturas com importância perceptiva para o ser 
humano, e concluiu que somente é possível a distin-
ção entre texturas que possuam diferenças na primei-
ra e segunda ordem estatística. 

Estudos posteriores de Pratt e Faugeras (1991) 
mostraram que o sistema de visão humana é sensível 
não somente às diferenças na média e variância, mas 
também à auto-correlação dos pares de texturas. Ou-
tros estudos sugerem que o cérebro efetua análise 
frequencial multicanal e análise de orientação das 
imagens visuais formadas na retina (Daugman, 
1985). Mais especificamente, Daugman (1985) mos-
trou que os campos receptivos 2-D medidos para 
células simples do córtex primário em um gato (célu-
las em V1) são aproximados por campos de Gabor, 
representados em múltiplas freqüências, com infor-
mação de fase e de localização. 

Durante algum tempo, esses resultados motiva-
ram a modelagem de texturas pelas funções de Ga-
bor, o que, a princípio, permitiria a construção de 
classificadores que esgotassem os limites da percep-
ção humana sobre texturas. Todavia, estatísticas de 
ordem superior, como a distância dos deslocamentos 
de níveis de cinza ou o espectro de fase de Fourier, 
também podem ser medidos e usados para a classifi-
cação de texturas (Blanco, 1987). Por exemplo, a alta 
ordem estatística em texturas naturais reside basica-
mente no espectro de fase da transformada de Fouri-
er, que complementa o espectro de potência (segunda 
ordem estatística) (Dói e Lewicki, 2005). 

Sabe-se, porém, que fractais são excelentes des-
critores de bordas, o que permite afirmar que tam-
bém efetuam análise estatística de alta ordem (Pen-
tland, 1984; Du Gan, 1998; Kasparis, et al., 2001). 
De fato, os fractais estatísticos interpretam uma su-
perfície textural 2-D como um modelo 3-D, não se 
restringindo somente à representação de texturas pela 
segunda ordem estatística de Julesz, mas também 
incorporando à representação, através da freqüência 
espacial inserida indiretamente na dimensão fractal, 
informações estatísticas de alta ordem, permitindo 
explorar a segmentação de texturas em concordância 
com Gagalowicz (Pentland, 1984). 

Muitas das representações na análise de compo-
nentes independentes, ICA (Independent Component 
Analysis), permitem a geração de bases em que as 
componentes são campos de Gabor. Isso vem permi-
tindo justificar o uso dessa técnica como modelo de 
aproximação para as células simples do córtex visual 
primário (V1) (Hyvärinen, Karhunen e Oja, 2001). 
Todavia, pode-se questionar se o modelo empírico 
das células em V1, definido em (Daugman, 1985), 
sugerindo que o sistema visual captura regularidades 
estatísticas de alta ordem através de projeções linea-
res de funções de Gabor, é adequado à segmentação 
de texturas. Esse questionamento é reforçado pelo 
estudo apresentado em (Jenssen e Eltoft, 2003), que 
compara a segmentação de texturas usando a ICA e 
campos de Gabor, e mostra que a ICA permite me-
lhores resultados. 

A ICA, por sua vez, é uma técnica de separação 
cega de fontes que se utiliza de estatística de alta 
ordem na obtenção de suas componentes indepen-
dentes. Vários experimentos utilizando a ICA têm 
sido desenvolvidos, visando a geração de modelos de 
alta ordem estatística genéricos para representação de 



imagens em que a modelagem obtida é expressa co-
mo um somatório balanceado de bases da imagem. 

Sabe-se, porém, que texturas naturais são bem 
representadas por distribuições não gaussianas que 
podem ser obtidas através da ICA. A ICA tem mos-
trado que a modelagem de texturas naturais com es-
tatísticas de alta ordem não-Gaussiana é possível, e 
que as funções dos filtros no modelo ICA correspon-
dem aos campos receptivos das células simples, em 
V1, de estrutura localizada e orientada (Bell e Sej-
nowski, 1997; Hyvärinen, Karhunen e Oja, 2001).  

Apesar de a ICA buscar a representação estatis-
ticamente independente, os resultados obtidos em 
texturas naturais exibem uma dependência residual, 
que significa uma necessidade de organização espa-
cial entre as componentes (Hyvärinen, Hoyer e Inki, 
2001). Sabe-se, ainda, que o modelo ICA permite a 
modelagem apenas das células simples (lineares) da 
classe de células em V1, não sendo possível modelar, 
diretamente, as células complexas que possuem as 
propriedades de invariância à fase e ao deslocamento 
bem como as demais células das diferentes regiões 
do córtex cerebral (V2, V3,..., V5) (Hyvärinen e Ho-
yer, 2000). 

Nesse sentido, uma variante da técnica ICA, co-
nhecida como Análise Topográfica de Componentes 
Independentes (Topographic Independent Compo-
nent Analysis – TICA), permite a aproximação do 
modelo ICA ao sistema de visão humana de maneira 
mais precisa. A TICA insere uma organização espa-
cial no modelo da ICA o que pode ser visto como 
uma organização topográfica das células simples no 
córtex visual primário (Hyvärinen, Hoyer e Inki, 
2001). 

Tendo estes aspectos em conta, o que se propõe 
neste trabalho é buscar uma forma de modelagem 
que mais se aproxime do modelo humano de visão. 
A intenção não é definir um modelo final acerca do 
comportamento estatístico das células em V1, mas 
inserir na TICA um pouco do comportamento das 
células em V2 (córtex secundário) e outras nuances 
das células complexas em V1, através da modelagem 
fractal, elaborando uma comparação entre duas con-
jecturas acerca da organização espacial dessas célu-
las na forma de modelos fractais. Especificamente, é 
estabelecida uma comparação entre o uso de descri-
tor fractal morfológico, LMME, (Côco, Salles e Sar-
cinelli Filho, 2006) e a medida de lacunaridade frac-
tal, como critério topográfico na representação de 
texturas com auto-similaridades estatísticas. A esco-
lha da lacunaridade, neste trabalho, se deve ao uso de 
características de alta ordem estatística na determina-
ção das “lacunas” das imagens, como, por exemplo, 
as bordas entre distintas regiões da imagem sob aná-
lise. 

O estabelecimento de modelos fractais para a 
função de vizinhança no critério topográfico da TI-
CA, bem como a sua aplicabilidade na indústria e 
pesquisa, já foi discutido em outros trabalhos dos 
autores Côco, Salles e Sarcinelli Filho (2005, 2006, 
2007). 

Nas seções subsequentes serão apresentados o 
fundamento matemático das técnicas utilizadas, a 
metodologia dos experimentos, resultados, análise e 
conclusões obtidas. 

2 Suporte Matemático 

2.1 Análise de Componentes Independentes 

No modelo ICA, a mistura X é a informação à priori, 
e é composta por N janelas aleatórias da imagem, 
representadas como vetores coluna da matriz 
X, T

Mxxx ],,[ 1 K
r
= . Matematicamente, o modelo é 

expresso como 
PxNMxPMxN SAX = , (1) 

onde PMA ×  é a matriz de mistura e NPS ×  é a matriz 
de componentes tão estatisticamente independentes 
quanto possível. Se não há redução de dimensionali-
dade no processo de branqueamento (usado para 
separar as características estatísticas de baixa ordem)  
para obtenção do modelo ICA, então P = M. 

Os algoritmos para obtenção do modelo ICA são 
discutidos em (Hyvärinen, Karhunen e Oja, 2001), e 
sua discussão foge ao escopo deste trabalho. 

 
2.2 Análise Topográfica de Componentes Indepen-

dentes 

O modelo TICAFM (Côco, Salles e Sarcinelli Filho, 
2006) é semelhante ao modelo TICA Energia desen-
volvido por Hyvärinen, Karhunen e Oja (2001). As 
equações que descrevem tais modelos são: 

Caso TICA (Energia): 
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Caso TICAFM (Fractal-Morfológico): 
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onde W é a inversa da matriz de mistura A, G é uma 
transformação não-linear monotônica de números 
reais positivos, h(i,j) é a função de vizinhança, Lq é o 
descritor fractal de ordem q e )(txwT

i  são as compo-
nentes independentes não negativas de alta ordem. 

O descritor de texturas fractal mostra-se mais 
robusto e adequado à representação dos caracteres 
estatísticos em pequenas regiões (Côco, Salles e Sar-
cinelli Filho, 2006). Não há limitação de seu valor a 
um intervalo específico, mas ele pode ser comparado 
ao valor do descritor da janela da imagem, permitin-
do identificar, por exemplo, onde se localizam as 
bordas da textura. 
 



2.3 Estimação Fractal Baseada em Morfologia 

O modelo utilizado nos experimentos aqui apresen-
tados, nesse caso, é o LMME, que é o mesmo usado 
em (Côco, Salles e Sarcinelli Filho, 2006), e que é 
definido como 
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onde εμ  é a medida natural local, N é a dimensão da 
janela, ε  é a escala e q é a ordem do descritor fractal 
morfológico qL . 

 
2.4 Lacunaridade Fractal 

O conceito de auto-similaridade no espaço euclidia-
no pode ser formulado da seguinte maneira: conside-
re um conjunto limitado L em um n-espaço Euclidia-
no. O conjunto L é dito ser auto-similar se L está na 
união de P distintas (não-sobrepostas) cópias de si 
mesmo, em que cada cópia está escalada para baixo 
por uma razão menor que um em todas as coordena-
das. 

Há dois tipos de objetos auto-similares, no que 
se refere ao campo da geometria fractal: o objeto 
auto-similar determinístico, no qual o fractal é com-
posto de características distintas que remontam cada 
outro objeto idêntico em diferentes escalas (caracte-
rística invariante à escala); e o objeto auto-similar 
estatístico, no qual as características do fractal po-
dem mudar em diferentes escalas, mas suas proprie-
dades estatísticas em todas as escalas são as mesmas 
(invariância estatística à escala) (Turner et al., 1998).  

No mundo real, a descrição fractal predominante 
é a estatística, a qual é a mais útil na modelagem de 
determinadas texturas (Turner et al., 1998). A quanti-
ficação de texturas a partir de fractais é baseada prin-
cipalmente nas características de auto-similaridade, 
lacunaridade e dimensão fractal. 

A auto-similaridade estatística dos fractais refe-
re-se ao fato de a medida estatística de um sinal ser 
invariante em relação à transformação de escala 
(Pentland, 1984). Nesse sentido, uma superfície frac-
tal é uma superfície que pode ser precisamente apro-
ximada por uma função fractal simples sobre uma 
faixa de escalas. 

A lacunaridade fractal é uma característica frac-
tal de alta ordem estatística distinta e independente 
da dimensão fractal, geometricamente invariável, que 
expressa uma medida da “densidade” da textura (Du 
Gan, 1998). Se a textura é densa, a lacunaridade é 
pequena. Em texturas naturais a medida de lacunari-
dade varia rapidamente na borda de diferentes regi-
ões, permitindo extrair as bordas da imagem (Du 
Gan, 1998). 

A fórmula de lacunaridade definida por Mandel-
brot (1994) usa momentos estatísticos de ordem um e 
dois, e é dada por 
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onde ^(.) denota a lacunaridade, 2σ é a variância e 
μ é a média da variável aleatória x .  

Turner (1998) estende a definição da lacunari-
dade para momentos estatísticos de ordem mais 
elevada, expressando a lacunaridade como 
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onde ][xE é o valor esperado de x e n é a ordem esta-
tística. A expressão da lacunaridade usada neste tra-
balho é exatamente aquela em (10). 

A dimensão fractal é uma medida matemática 
baseada em topologia, e é conhecida como dimensão 
de Hausdorff-Besicovitch (Turner et al., 1998). Ela 
pode ser calculada tomando o limite do quociente 
das mudanças logarítmicas em magnitude e em esca-
la, à medida que a escala se aproxima de zero. Se 
uma curva pode ser subdividida em C partes, sendo o 
todo F vezes maior que cada uma delas, a dimensão 
de Hausdorff-Besicovitch será (Turner et al., 1998) 

F
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É o chamado método da auto-similaridade para o 
cálculo da dimensão fractal. 

A dimensão fractal é muito utilizada para a ca-
racterização de bordas, e é bem explorada na literatu-
ra científica (Pentland, 1984; Du Gan, 1998; Kaplan, 
1999). Basicamente, o princípio se baseia na con-
frontação da dimensão fractal da imagem com as 
dimensões fractais de cada pixel da imagem (as di-
mensões dos pixels são calculadas levando em conta 
sua vizinhança). Os pixels com dimensão fractal me-
nor que a dimensão fractal da imagem são localiza-
dos nas regiões de bordas (Pentland, 1984). O descri-
tor fractal morfológico usado neste trabalho, o LM-
ME, se baseia na dimensão fractal. 

3 Metodologia 

Para exemplificar as diferenças entre o uso da lacu-
naridade e do descritor fractal LMME (Côco, Salles 
e Sarcinelli Filho, 2007), foi usada a Figura 2. 

 
 
 
 
 

 
 
 

Figura 2. Mosaico de teste (16x16 pixels). 
 

Para cada pixel da imagem, a lacunaridade e o 
valor do descritor LMME da região envolvida pelo 
elemento estruturante “disco” de raio 1 foram calcu-
lados, e a representação dos resultados está nas ima-



gens das Figuras 3 e 4. Observe-se que tanto o des-
critor LMME quanto a medida de lacunaridade são 
bem seletivos em relação à borda, representando a 
mesma por apenas um pixel. 
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Figura 3. Representação da lacunaridade. 

0

10

20

0

10

20
3

3.1

3.2

3.3

3.4

Frac. Morf. Escala 1 Frac. Morf. Escala 1

5 10 15

2

4

6

8

10

12

14

16

 
Figura 4. Representação do descritor LMME. 

 
Todavia, o descritor LMME apresenta um “off-

set” na localização das bordas, ou seja, os “vales” da 
figura não chegam à medida zero na escala corres-
pondente à dimensão fractal (escala vertical), en-
quanto que a lacunaridade expressa essa medida com 
valor zero de lacunaridade (escala vertical) nas regi-
ões planas e valores positivos, diretamente relacio-
nados à intensidade da variação dos níveis de cinza, 
entre as regiões que determinam as bordas. 

A lacunaridade é uma medida que expressa so-
mente as informações de bordas da imagem, não 
interferindo nas regiões “planas”. Esta pode ser uma 
boa ferramenta para melhorar a seletividade de bor-
das na segmentação, que é, em suma, o que se pro-
põe neste trabalho. 

4 Experimentos e Resultados 

4.1 Obtenção do Banco de Filtros 

Para exemplificar a aplicação do método neste traba-
lho, foi utilizada a composição de duas texturas de 
Brodatz para compor a imagem da Figura 5. 

A mistura do modelo TICA foi montada com 
2000 janelas 8x8 aleatoriamente selecionadas a partir 
da imagem da Figura 5. Dois bancos de filtros foram 
obtidos pela aplicação do modelo TICA, um usando 
a lacunaridade fractal (TICALF) e outro usando o 
descritor LMME (TICAFM), respectivamente, como 
critério topográfico. Cada banco é composto por 64 
filtros (Figura 6). As bases obtidas pela TICALF 
(Figura 6-a) e pela TICAFM (Figura 6-b) apresentam 
estruturas denominadas de “checkerboard-like” no 
domínio espacial, ou seja, cada base possui várias 

componentes em freqüência orientadas em diferentes 
direções. 

Já as Figuras 7 e 8 apresentam o espectro de e-
nergias e o contorno da representação no domínio da 
freqüência da função de base número 6 dos bancos 
TICALF e TICAFM. 

 

 
   Figura 5. Mistura de duas texturas de Brodatz (256x256). 

 

  

(a) (b) 
   Figura 6. Base da imagem obtida pela (a) TICALF de ordem 4 e 

(b) TICAFM. 
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   Figura 7. Função da base 6 obtida pela TICALF de ordem 4. 
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   Figura 8. Função da base 6 obtida pela TICAFM. 

 
Nestas duas figuras observa-se que o espectro da 

função da base possui aspecto rugoso, em relação à 
função de Gabor, e apresenta uma semelhança com 
esta função, porém com mais componentes em fre-
qüência que são relevantes para a caracterização do 
modelo da textura. Como apresentado em (Côco, 
Salles e Sarcinelli Filho, 2006) e (Côco, Salles e Sar-
cinelli Filho, 2007), essas características são ineren-
tes aos modelos fractais na representação de ima-
gens. 
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4.2 Minimização de Redundâncias 

Cada filtro responde a uma propriedade específica da 
textura, possuindo alta energia na região em que está 
sintonizado e baixa energia nas demais regiões. 

Visando minimizar a sobreposição de freqüên-
cias, cada filtro foi normalizado em energia, e, para 
cada par de filtros da base, foi computada a norma 
entre eles. Os filtros com menor sobreposição foram 
selecionados. Tal seleção é feita para eliminar filtros 
redundantes, ou seja, eliminar filtros com a mesma 
banda. 

A imagem, então, é submetida ao banco de fil-
tros selecionados, e em seguida é aplicada a normali-
zação logarítmica não linear proposta por Unser e 
Edem (1990), como aproximação do sistema visual 
humano. O resultado de tal operação é 
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onde, Ik é a k-ésima imagem filtrada, W é uma janela 
Gaussiana de dimensão (NxN), em que N = 2σ, 

032 f=σ , e 0f  é a freqüência espacial dominan-
te estimada. 

A imagem característica ek é submetida ao F-
teste proposto em (Kasparis et al., 2001), que avalia 
se a imagem característica possui ou não variabilida-
de sobre a textura. O método é o seguinte: cada ima-
gem característica é dividida em R regiões igualmen-
te espaçadas compondo Ωr, r = 1,2,...,R. Para cada 
região é calculada a soma residual dos quadrados 
(RSS) 
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onde r é a região, k indica a k-ésima imagem e mkr é 
a média das características na região Ωr. 

O valor RSSkT é obtido pela soma das regiões de 
RSSkr para cada k, e RSSk é obtido do mesmo modo 
que RSSkr, só que para cada imagem característica. O 
F-teste é, então, efetuado como 
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onde M é o número total de pixels em cada região. 
Tal equação mostra que se RSSkT é próximo de RSSk, 
então a imagem característica k não possui informa-
ção local. 

 
4.3 Experimentos e Segmentação 

As imagens selecionadas para compor as característi-
cas para classificação foram submetidas ao algoritmo 
K-means (Duda e Hart, 2000). Diferentes limiares 
foram utilizados para minimização de redundâncias, 
resultando em diferentes tamanhos dos bancos de 
filtros. A Figura 9 mostra os gráficos de erro de seg-
mentação das texturas, com o percentual de pixels de 
uma região que foram mapeados na outra região. 

A Figura 10 apresenta o resultado da segmenta-
ção da Figura 5, sendo que a linha preta delimita a 
região de borda entre as texturas. 

As Figuras 11 e 12 apresentam a segmentação 
de uma imagem de satélite em quatro regiões, usando 
as técnicas TICAFM e TICALF, neste último caso 
com ordens estatísticas 2 e 4. 
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Figura 9. Erro da segmentação da textura. 

  

(a) (b) 
Figura 10. Segmentação efetuada com 30 filtros usando (a) TI-

CAFM e (b) TICALF de ordem 4. 

 
Figura 11. Resultado da Segmentação em 4 regiões TICAFM com 

60 filtros. 

  
(a) (b) 

Figura 12. Resultado da Segmentação em 4 regiões TICALF com 
60 filtros (a) segunda ordem estatística e (b) quarta ordem estatís-

tica. 
Observa-se uma maior sensibilidade da medida 

de lacunariade em relação às singularidades das tex-
turas. Em contrapartida, o compromisso entre a gene-
ralização e a especificidade intra-textura foi suficien-
te para uma boa classificação sem esbarrar na repre-
sentação ruidosa inerente à modelagem de superfí-
cies fractais. 



5 Conclusões 

No trabalho (Côco, Salles e Sarcinelli Filho, 2006) 
foi mostrado que o uso do descritor fractal LMME 
no critério topográfico é mais robusto na segmenta-
ção de texturas para uma quantidade menor de fil-
tros, quando comparado com a energia, na técnica 
proposta por Hyvärinen, Hoyer e Inki (2001). 

Nesta pesquisa, o uso do descritor LMME é 
comparado com o uso da medida de lacunaridade 
fractal, considerando alta ordem estatística, no crité-
rio topográfico da TICA. Uma primeira observação, 
de imediato, a partir do comportamento das máscaras 
nas Figuras 3 e 4, é que as informações de bordas são 
bem destacadas nos dois modelos. Todavia, o uso do 
descritor fractal LMME como critério topográfico no 
método TICA mostrou-se menos robusto na segmen-
tação de texturas que a medida de lacunaridade frac-
tal, para a composição de texturas de Brodatz usadas 
no experimento aqui apresentado (Figura 5). 

Em relação à imagem de satélite, a segmentação 
utilizando a lacunaridade fractal permitiu, no geral, 
uma melhor caracterização das regiões segmentadas, 
em comparação com o descritor LMME. Entretanto, 
apenas em algumas regiões se observou diferenças 
significativas entre a medida de lacunaridade de se-
gunda ordem e a de quarta ordem na segmentação da 
imagem de satélite. Isso se deve, basicamente, a ca-
racterísticas estatísticas relevantes que são melhor 
descritas nas respectivas ordens estatísticas do mode-
lo TICALF nessas regiões da imagem. 
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